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ABSTRAKT 
Tato bakalářská práce se zabývá magnetickou susceptibilitou konkrétního objektu 
(skleněná krychle, uvnitř které se nachází čtyři tyče s vodou). V první části bylo 
provedeno měření magnetické susceptibility objektu. Měření bylo provedeno na 
tomografu ÚPT AV ČR. Pro měření byla použita metoda gradientního echa umožňující 
měřit susceptibilitu nemagnetických materiálů. Měřením bylo získáno rozložení 
magnetického pole uvnitř objektu (měření s tyčemi a bez tyčí), následně byla stanovena 
změna magnetického pole (mezi objektem s tyčemi a bez tyčí). V druhé části práce byla 
provedena simulace magnetického pole téhož objektu v programu ANSYS. Výpočet byl 
prováděn na trojdimenzionálním objektu metodou konečných prvků. Simulací bylo 
získáno rozložení magnetického pole uvnitř objektu, které bylo porovnáno s 
experimentálně zjištěnými hodnotami. 
 
KLÍČOVÁ SLOVA 
Magnetická susceptibilita, gradientní echo, magnetická rezonance, metoda 
konečných prvků 
ABSTRACT 
This bachelor thesis is concerned in magnetic susceptibility of specific object (glass 
cube, with four sticks in the centre). In the first part determining of magnetic 
susceptibility of object was carried out. Measuring was conducted on tomograph of 
ÚPT AV ČR. Method of gradient echo, which allows magnetic susceptibility 
determining of non-magnetic materials, was used. Distribution of magnetic field within 
the object was acquired (object was measured with and without sticks), the change of 
magnetic field (between object with and without stick) was subsequently determined. In 
the second part, magnetic field simulation of the same object in the ANSYS software 
was performed. Calculation was conducted on 3D model by the finite element analysis. 
Distribution of magnetic field of object was acquired as a result of simulation. Results 
from simulation were compared with experimental findings. 
 
 
 
 
KEYWORDS 
Magnetic susceptibility, gradient echo method, magnetic resonance, finite element 
method 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Mrázek, J. Numerické modelování vlastností nehomogenních materiálů technikami 
NMR. Brno: Vysoké učení technické v Brně, Fakulta elektrotechniky a komunikačních 
technologií. Ústav radioelektroniky, 2010. 56 s. Bakalářská práce. Vedoucí práce: doc. 
Ing. Pavel Fiala, Ph.D. 
 vi 
PROHLÁŠENÍ 
Prohlašuji, že svou bakalářskou práci na téma Numerické modelování vlastností 
nehomogenních materiálů technikami NMR jsem vypracoval samostatně pod vedením 
vedoucího bakalářské práce a s použitím odborné literatury a dalších informačních 
zdrojů, které jsou všechny citovány v práci a uvedeny v seznamu literatury na konci 
práce. 
Jako autor uvedené bakalářské práce dále prohlašuji, že v souvislosti s vytvořením 
této bakalářské práce jsem neporušil autorská práva třetích osob, zejména jsem nezasáhl 
nedovoleným způsobem do cizích autorských práv osobnostních a/nebo majetkových 
a~jsem si plně vědom následků porušení ustanovení § 11 a následujících zákona 
č. 121/2000 Sb., o právu autorském, o právech souvisejících s právem autorským 
a o změně některých zákonů (autorský zákon), ve znění pozdějších předpisů, včetně 
možných trestněprávních důsledků vyplývajících z ustanovení části druhé, hlavy VI. 
díl 4 Trestního zákoníku č. 40/2009 Sb. 
 
V Brně dne ..............................          .................................... 
         (podpis autora) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
PODĚKOVÁNÍ 
Děkuji vedoucímu bakalářské práce doc. Ing. Pavlu Fialovi, Ph.D a prof. Ing. Karlu 
Bartůškovi, DrSc za účinnou metodickou, pedagogickou a odbornou pomoc a další 
cenné rady při zpracování bakalářské práce. 
 
 
 
V Brně dne ..............................          .................................... 
         (podpis autora) 
 vii 
Seznam použitých symbolů 
B0 vektor indukce základního magnetického pole                           (T) 
BS vektor indukce statiského magnetického pole ve vzorku               (T) 
∆B magnetická indukce reakčního pole                                        (T) 
C Curieova konstanta                                                                             (K) 
D         elektrická indukce                                                                        (C·m-2) 
e elementární náboj (e = 1,602·10-19)                                                  (C) 
Gr gradient magnetického pole v obecném směru r                    (T·m-1) 
Gx, y, z gradient magnetického pole ve směru osy x (resp. y a z)        (T·m-1) 
GP kódovací (fázovací) gradient magnetického pole                    (T·m-1) 
GR kódovací (čtecí) gradient magnetického pole                    (T·m-1) 
GS vymezovací gradient magnetického pole                                (T·m-1) 
H0 vektor intenzity základního magnetického pole                    (A·m-1) 
 j          hustota proudu                                                                             (A·m-2) 
k Boltzmannova konstanta k = 1,3807·10-23                                 (J·K-1) 
m magnetický moment atomu nebo molekuly                                  (A·m2) 
M obecný vektor magnetizace                                                        (A·m-1) 
M0 rovnovážná hodnota vektoru magnetizace                                 (A·m-1) 
S          obecná plocha                                                 (m2) 
T1 spin-mřížková relaxační doba                                                    (s) 
T2 spin-spinová relaxační doba                                                                (s) 
*
2T  efektivní spin-spinová relaxační doba                                        (s) 
TE echo čas                                                                   (s) 
TR opakovací perioda excitačních impulzů                                        (s) 
ur jednotkový vektor v obecném směru r                                        (-) 
x, y, z prostorové souřadnice laboratorní soustavy                                       (m) 
x’, y’, z’ prostorové souřadnice rotující soustavy                           (m) 
Γ  hranice oblasti geometrického modelu 
ε dosah reakčního pole                                                                           (m) 
γ  gyromagnetický poměr jádra                                                  (rad·s-1·T-1) 
'γ  redukovaný gyromagnetický poměr jádra                                 (Hz·T-1) 
µ  permeabilita                                                                                (H·m-1) 
 viii 
0µ  magnetická konstanta, 70 4 10µ pi −= ⋅                                             (H·m-1) 
rµ  relativní permeabilita                                                                           (SI) 
 µs spinový magnetický moment jádra                                              (A·m2) 
mϕ  skalární magnetický potenciál                                                    (A) 
Φ magnetický indukční tok                                                             (Wb) 
mχ  magnetická susceptibilita                                                               (SI) 
χ∆  diferenciální magnetická susceptibilita                                        (SI) 
ψ fáze komplexního signálu MR                                                  (rad) 
ω0 úhlový kmitočet rezonance jader – Larmorův kmitočet          (s-1) 
Ω  oblast v geometrickém modelu 
 
 
Seznam zkratek 
 
GE  technika MR zobrazování (Gradient Echo) 
MKP  metoda konečných prvků 
MR  magnetická rezonance (také NMR - nukleární magnetická rezonance) 
SQUID kvantový detektor magnetického indukčního toku  
vf  vysokofrekvenční 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ix 
Obsah 
1 Úvod 12 
2 Zákony elektromagnetického pole 13 
2.1 Maxwellovy rovnice v integrálním tvaru................................................ 13 
2.2 Maxwellovy rovnice v diferenciálním tvaru........................................... 14 
3 Magnetické vlastnosti látek 16 
3.1 Magnetická susceptibilita ....................................................................... 16 
3.2 Diamagnetické látky ............................................................................... 16 
3.3 Paramagnetické látky.............................................................................. 17 
3.4 Feromagnetické látky.............................................................................. 18 
3.5 Charakteristiky feromagnetických látek ................................................. 19 
4 Měření  magnetických vlastností 21 
4.1 Metody měření susceptibility.................................................................. 21 
4.2 Převodník na principu magnetické rezonance ........................................ 22 
5 Magnetická rezonance 23 
5.1 Metoda Spinového echa - SE.................................................................. 24 
5.2 Metoda Gradientního echa - GE ............................................................. 25 
5.3 Tomografie magnetické rezonance ......................................................... 26 
5.4 Popis magnetu tomografu ....................................................................... 26 
5.5 Popis použité metody měření.................................................................. 28 
5.6 Vliv magnetické susceptibility na magnetický obraz ............................. 29 
6 Experiment měření 31 
6.1 Zpracování naměřených dat.................................................................... 31 
6.2 Měřený vzorek 1 - Nerez ........................................................................ 32 
6.3 Měřený vzorek 2 - PTFE ........................................................................ 34 
6.4 Měřený vzorek 3 - Silon ......................................................................... 37 
7 Modelování polí 40 
7.1 Teorie reálného řešení............................................................................. 40 
8 Metoda konečných prvků 41 
8.1 Numerické řešení pomocí metody konečných prvků ............................. 42 
8.2 Generace sítě s prvky.............................................................................. 44 
 x 
8.3 Aproximace  2D úlohy............................................................................ 44 
8.4 Aproximace 3D úlohy............................................................................. 46 
8.5 Sestavení rovnic...................................................................................... 47 
9 Numerické řešení v programu ANSYS 48 
9.1 Řešení úlohy ve 2D................................................................................. 48 
9.2 Řešení úlohy ve 3D................................................................................. 51 
10 Závěr 55 
11 Seznam použité literatury 56 
 xi 
Seznam obrázků 
obr.   3.1  Atomy diamagnetických látek nemají magnetické momenty 17 
obr.   3.2  Atomy paramagnetických látek mají náhodně orientované magnetické momenty 18 
obr.   3.3  Atomy feromagnetických látek mají souhlasně orientované magnetické momenty 19 
obr.   3.4  Hysterezní smyčka pro magneticky měkký materiál a magneticky tvrdý materiál 20 
obr.   5.1  Rotace elementárního náboje 23 
obr.   5.2 Rotace jádra s úhlovým kmitočtem ω0 kolem osy vnějšího pole a vzniká tak příčné střídavé 
magnetické pole 23 
obr.   5.3  Impulsní frekvence pro metodu spinového echa [7] 25 
obr.   5.4  Impulsní frekvence pro metodu gradientního echa [7] 26 
obr.   5.5  a) Posuvný držák se vzorkem b) Supravodivý magnet; nahoře trubice pro odvod vodíku 27 
obr.   5.6  Uspořádání MR magnetu [7] 28 
obr.   5.7  Deformace pole způsobená vložením paramagnetického vzorku [7] 28 
obr.   6.1  Krychle s měřeným vzorkem umístěným v držáku tomografu 31 
obr.   6.2   Měřený vzorek je upevněn pomocí plastelíny ke stěně krychle 31 
obr.   6.3 Experiment měření na tomografu – vzorek nerez 34 
obr.   6.4 Průběh změny magnetické indukce změřeným na tomografu - nerez 34 
obr.   6.5  Experiment měření na tomografu – vzorek PTFE 36 
obr.   6.6  Průběh změny magnetické indukce změřeným na tomografu - PTFE 37 
obr.   6.7  Experiment měření na tomografu – vzorek silon 38 
obr.   6.8  Průběh změny magnetické indukce změřeným na tomografu - silon 39 
obr.   7.1  Analýza vzniku chyby numerického řešení [6] 40 
obr.   8.1 Síť konečných prvků s uzly[6] 41 
obr.   8.2 Elementární prvky s uzly [6] 41 
obr.   8.3  Prostorové elementární prvky [6] 42 
obr.   8.4  Aproximační funkce uzlu, jehlan jednotkové výšky [6] 45 
obr.   9.1  Nákres 2D pohledu simulovaného vzorku v programu ANSYS 49 
obr.   9.2  Geometrie 2D vzorku z programu ANSYS 50 
obr.   9.3  Vysíťovaný vzorek 51 
obr.   9.4  Vysíťovaný vzorek s přiloženým buzením magnetického pole 51 
obr.   9.5  a) Půdorys 3D vzorku, uprostřed čtyři tyčky, které jsou umístěné ve skleněné krychli. Uvnitř 
krychle je voda jako referenční prostředí 52 
obr.   9.6  Průběh magnetické indukce pole pro vzorek nerez 52 
obr.   9.7  Rozdíl magnetické indukce pole – Nerez 53 
obr.   9.8  Průběh magnetické indukce pole pro vzorek PTFE 53 
obr.   9.9 Rozdíl magnetické indukce pole – PTFE 54 
obr.   9.10  Referenční prostředí magnetického pole 54 
 12 
1 ÚVOD 
Zobrazovací techniky na principu nukleární magnetické rezonance (dále jen NMR) jsou 
v dnešní době rozvíjeny hlavně díky aplikací v medicíně.  
 
Univerzálnost systémů založených na NMR tuto metodu předurčuje k použití 
v mnoha směrech vědeckých disciplín. V lékařské technice se tato metoda uplatnila 
hlavně při diagnostických metodách zobrazení lidského organismu. V porovnání 
s jinými zobrazovacími technikami je šetrnější k organismu, zejména z toho důvodu, že 
nevyužívá ionizující záření, ale aplikuje na pacienta magnetické pole. Při dlouhodobější 
aplikaci ionizujícího záření do tkáně byly pozorovány nežádoucí účinky na organismus, 
ale magnetická pole vedlejší účinky nevyvolávala. 
Vlastnosti měřených materiálů ovlivňují kvalitu obrazu. Jedna z vlastností 
ovlivňující měření MR tomografii je susceptibilita materiálu. Elektricky a magneticky 
vodivé implantáty do měřeného procesu vnáší nechtěné efekty, které ovlivňují výsledný 
obraz. V lékařské praxi může jít o kloubní náhrady nebo zubní protézy. Pokud je 
susceptibilita použitých materiálů protéz rozdílná od susceptibility měřené tkáně dojde 
k deformaci magnetického pole. To se projeví deformací obrazu nebo ztrátě obrazu. 
 
Cílem bakalářské práce bude navrhnout a realizovat měření magnetické susceptibility 
nehomogenních materiálů technikami nukleární magnetické rezonance Bude 
prostudována aktuální problematika z oblasti NMR a následně vybrána jedna z měřicích 
technik, pro kterou bude popsána metodika měření. Pro vybrané nehomogenní materiály 
bude touto technikou změřena magnetická susceptibilita na tomografu ÚPT AV ČR.  
 
Součástí práce bude simulace měřených vzorků v programu ANSYS pomocí metody 
konečných prvků. Modelováním bude ověřen vliv magnetické susceptibility na 
homogenní magnetické pole.  
 
Experimentální měření bude srovnáno s namodelovaným vzorkem, zhodnotí se 
odchylky výsledků měření od simulace.  
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2 ZÁKONY ELEKTROMAGNETICKÉHO 
POLE 
Elektromagnetické pole je fyzikální pole, které se skládá ze dvou fyzikálně 
propojených polí, elektrického a magnetického. Toto propojené pole odpovídá míře 
působení elektrické a magnetické síly v prostoru. Elektromagnetické pole je popisováno 
pomocí Maxwellových rovnic. Tyto rovnice se uvádějí v integrálním i diferenciálním 
tvaru.[1]  
2.1 Maxwellovy rovnice v integrálním tvaru 
Integrální tvar Maxwellových rovnic je jednoduchý pro vytvoření základní 
představy o vztahu mezi integrály vektorů a jeho zdroji. Při výpočtech je lze použít 
pouze v případech elementární symetrie pole. 
І. Maxwellova rovnice představuje Ampérův zákon celkového proudu doplněný 
Maxwellem o posuvný proud  
dt
dIdlH Ψ+=⋅∫ .                                                                                       (2.1) 
Cirkulace vektoru H po orientované křivce l je rovna celkovému vodivému proudu 
I a posuvnému proudu dΨ/dt, který prochází v kladném směru plochy S, ohraničené 
křivkou l. Vzájemná orientace křivky a plochy je určena pravidlem pravé ruky 
(pravotočivě). 
II. Maxwellova rovnice vyjadřuje Faradayův indukční zákon 
dt
ddlE Φ−=⋅∫ .                                                                                           (2.2)                  
Cirkulace vektoru E po orientované křivce l je rovna záporně vzaté časové derivaci 
magnetického toku, který prochází plochou S, ohraničenou křivkou l. Vzájemná 
orientace křivky a plochy se řídí opět pravidlem pravé ruky jako v předchozím případě. 
III. Maxwellova rovnice vyjadřuje Gaussovu větu elektrostatiky pro tok elektrické 
indukce 
∫ =⋅S QdSD .                                                                                              (2.3)           
Výtok vektoru indukce D je roven celkovému náboji v objemu V, který je uzavřen 
plochou S. 
 
IV. Maxwellova rovnice vyjadřuje zákon kontinuity siločar magnetické indukce 
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∫ =⋅S dSB 0 .                                                                                                 (2.4)                             
Výtok vektoru magnetické indukce z uzavřené plochy je vždy nulový. 
 
2.2 Maxwellovy rovnice v diferenciálním tvaru 
Integrální tvar Maxwellových rovnic lze požít pro výpočty pouze v případech 
elementární symetrie pole. Pro nalezení vektorů pole k daným zdrojům v praktických 
případech, kde se vyskytují různé materiálové konstanty, je třeba zvolit diferenciální 
nebo integrální rovnice. [1] 
 
Rovnice (2.1) a (2.2) převedení z integrálního tvaru na diferenciální tak, že 
křivkový integrál zaměníme plošným a to jak pravou, tak levou stranu rovnice. 
      ∫ ∫∫ ⋅=⋅
l S
dSrotEdlE , ∫∫ ∫∫ ⋅∂
∂
=⋅=
Φ
S S
dS
t
BdSB
dt
d
dt
d
, ∫∫ ⋅∂
∂
−=⋅
S
dS
t
BdSrotE     (2.5)    
Tato rovnost platí pro libovolně malou obecně orientovanou plošku, jsou si rovny i 
integranty. 
I. Maxwellova rovnice má pak tvar 
t
B
rotE
∂
∂
−= .                                                                                               (2.6)                                  
Rotace vektoru intenzity elektrického pole E je rovna záporně vzaté derivaci 
magnetické indukce B. 
II. Maxwellova rovnice je pak přepsána  
t
DJrotH
∂
∂
+= .                                                                                          (2.7)                                 
Rotace vektoru intenzity magnetického pole H je rovna hustotě vodivého proudu J 
a hustotě posuvného proudu t
D
∂
∂
. 
 
Rovnice (2.3) a (2.4) upravíme tak, že integrál na levé straně převedeme na 
objemový integrál a pravou stranu vyjádříme objemovým integrálem z hustoty náboje. 
 
∫∫∫∫∫ ∫∫∫ ==⋅
VS V
dVdivDdVdS ρD .                                                              (2.8)                                               
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III. Maxwellova rovnice 
ρ=divD .                                                                                                  (2.9)                                       
Divergence vektoru elektrické indukce D je rovna objemové hustotě volného 
náboje ρ. 
IV. Maxwellova rovnice 
0=divB .                                                                                                   (2.10)                                          
Divergence vektoru magnetické indukce B je rovna nule. 
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3 MAGNETICKÉ VLASTNOSTI LÁTEK 
Magnetické vlastnosti látek se charakterizují vektorem magnetizace, permeabilitou 
µ a magnetickou susceptibilitou χm. Příčiny magnetických vlastností látek jsou 
magnetické dipóly, které jsou buď permanentní, nebo se indukují při působení vnějšího 
magnetického pole.  
Podle přítomnosti magnetických momentů při nepřítomnosti vnějšího 
magnetického pole rozdělujeme látky na diamagnetické, které neobsahují magnetické 
momenty a látky paramagnetické, které magnetické momenty obsahují. Zvláštním 
případem látek paramagnetických jsou látky feromagnetické, ve kterých je permeabilita 
a susceptibilita podstatně větší než v ostatních paramagnetických látkách. [2], [3] 
3.1 Magnetická susceptibilita 
Relativní permeabilita µr popisuje chování látek ve vnějším magnetickém poli. Je to 
bezrozměrná veličina, která je dána vztahem  
 
mr χµ +=1 ,                                                                                                 (3.1) 
kde magnetická susceptibilita je dána vztahem   
H
M
m =χ ,                                                                                                     (3.2) 
kde M je magnetizace a H je intenzita magnetického pole. Obě tyto veličiny se měří 
v jednotce ampér na metr 
Podle susceptibility rozdělujeme látky: 
          ●  Paramagnetické, kde     χm < 0, µr <1  
          ●  Diamagnetické, kde       χm > 0, µr >1 
          ●  Feromagnetické, kde     χm >> 0, µr >>1 
3.2 Diamagnetické látky 
Bez přítomnosti vnějšího magnetického pole se magnetické momenty dvojic 
elektronů v částicích (atomech, molekulách, iontech) vyruší, takže výsledný magnetický 
moment je nulový. Magnetický moment diamagnetické látky je na obr.   3.1. Po 
přiložení vnějšího magnetického pole magnetické momenty atomů elektricky nabitých 
částic indukují samotné vnější magnetické pole. Toto pole bude působit proti směru 
vnějšího magnetického pole. Z tohoto důvodu dojde k zeslabení pole. Pokud je vnější 
pole nehomogenní, bude diamagnetická látka vytlačována z oblasti s větší magnetickou 
indukcí do oblasti s indukcí menší. Po odstranění vnějšího pole tento jev vymizí. Mezi 
diamagnetické látky patří některé kovy, většina organických látek, plyny a některé 
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nekovové látky. [3] 
Magnetická susceptibilita je v těchto látkách daná vztahem 
∑−= 2
2
6 se
o
m r
m
neµχ ,                                                                                   (3.3) 
kde µo je permeabilita vakua, e2 je elementární náboj v druhé mocnině, me klidová 
hmotnost elektronu, n koncentrace atomů, ∑ 2sr  je součet středních hodnot druhých 
mocnin "poloměrů elektronových drah" v atomech.  
 
obr.   3.1  Atomy diamagnetických látek nemají magnetické momenty 
3.3 Paramagnetické látky 
Paramagnetismus je způsoben tím, že atomy a molekuly mají své stálé nenulové 
magnetické momenty, které jsou však v nepřítomnosti vnějšího magnetického pole v 
důsledku chaotického pohybu rozloženy tak, že se navzájem úplně kompenzují. Ukázka 
magnetického momentu paramagnetických látek je na obr.   3.2. V přítomnosti vnějšího 
magnetického pole je vyvolán "orientující" účinek, magnetické pole natáčí magnetické 
dipóly do směru, ve kterém jsou souhlasně orientovány se směrem indukce 
magnetického pole. Magnetické pole se tímto nepatrně zesílí. Tomuto ději konkuruje 
neuspořádaný tepelný pohyb částic. [3] 
Magnetická susceptibilita v paramagnetických látkách je daná vztahem 
T
C
kT
nm o
m == 3
2µχ ,                                                                                      (3.1) 
kde k je Boltzmanova konstanta a C je Curieova konstanta. 
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obr.   3.2  Atomy paramagnetických látek mají náhodně orientované magnetické momenty 
3.4 Feromagnetické látky 
Atomy feromagnetik mají vnitřní magnetické momenty, které mají tendenci spolu silně 
interagovat. Feromagnetika obsahují mikroskopické oblasti tzv. domény. Uvnitř domén 
jsou magnetické momenty jednotlivých částic orientovány souhlasně. 
V nezmagnetizovaném vzorku jsou jednotlivé domény orientovány nahodile, takže 
výsledná magnetizace materiálu je nulová. Po přiložení vnějšího magnetického pole se 
vnitřní magnetické pole látky zesílí. Dochází k magnetování látky a magnetické pole 
v ní zůstává, i když vnější působení zanikne. 
Feromagnetismus látek se projevuje jen tehdy, když je materiál v krystalickém 
stavu. V kapalném nebo plynném stavu se feromagnetické látky chovají jako látky 
paramagnetické. Feromagnetismus je tedy vlastností struktury látky, nikoli jednotlivých 
atomů. [3] 
Magnetická susceptibilita ve feromagnetických látkách má tvar 
 
C
m TT
C
−
=χ ,                                                                                              (3.2) 
kde TC je kritická Curieova teplota. 
U diamagnetických látek jsou zmagnetizované oblasti výrazně menší, než ve 
feromagnetických látkách. U diamagnetických látek magnetizují pouze atomy, také 
z důvodu neuspořádaného tepelného pohybu částic. U feromagnetických látek 
magnetizují shluky atomů. Ukázka magnetických momentů feromagnetických látek je 
na obr.   3.3. Permeabilita v paramagnetických látkách dosahuje hodnoty o něco větší 
než 1. U feromagnetických látek dosahuje permeabilita hodnoty v řádech 102 – 105.    
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obr.   3.3  Atomy feromagnetických látek mají souhlasně orientované magnetické momenty 
3.5 Charakteristiky feromagnetických látek 
Feromagnetické látky nejnázorněji popisuje magnetizační charakteristika hysterezní 
křivka na obr.   3.4. Jedná se o grafické znázornění závislosti magnetické indukce B 
feromagnetického materiálu na intenzitě magnetického pole H, tedy B=f(H.) Mezi 
oběma veličinami platí vztah 
 
HB ro µµ= .                                                                                                (3.3) 
Permeabilita materiálů není konstantní, její hodnota závisí na velikosti 
magnetického pole, takže magnetická indukce původně nezmagnetizovaného vzorku 
roste nelineárně. Až do hodnoty intenzity Hs roste magnetizace poměrně rychle, pak 
dojde k nasycení a další zvyšování intenzity pole vede k malému růstu magnetizace. 
Hodnota magnetizace Bs, příslušná Hs se nazývá spontánní magnetizace magnetika. 
Závisí na teplotě a je charakteristikou feromagnetika. Následné snižování intenzity vede 
k odlišnému průběhu podle křivky ABr. Nulovému poli odpovídá nenulová hodnota 
magnetizace Br, kterou nazýváme remanentní magnetizace. Nulové hodnoty 
magnetizace se dosáhne při opačné orientaci pole, jehož intenzita má velikost Hc, 
nazývanou koercitivní pole. [4] 
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obr.   3.4  Hysterezní smyčka pro magneticky měkký materiál a magneticky tvrdý materiál 
Demagnetizaci dosáhneme postupně snižující se hodnotou maximální intenzity. 
U feromagnetických látek rozlišujeme materiály:  
 
●  Magneticky měkké materiál, které se snadno zmagnetují a mají malé hysterezní 
ztráty. Vyznačují se úzkou hysterezní křivkou a malou koercitivitou (1až 50 A.m-1). 
● Magneticky tvrdé materiály se vnějším magnetickým polem dají obtížně 
přemagnetovat. Vyznačují se širokou hysterezní křivkou a velkou hodnotou koercitivity 
(20 až 20 kA.m-1). Užívají se jako permanentní magnety, kdy magnetizace trvá i po 
zrušení vnějšího magnetického pole. 
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4 MĚŘENÍ  MAGNETICKÝCH 
VLASTNOSTÍ 
Ve většině případů se požaduje převod magnetické měřené veličiny na elektrický signál. 
Měřenými veličinami jsou obvykle magnetická indukce B, intenzita magnetického pole 
H, permeabilita µ, magnetický tok Φ, magnetické napětí Um. Pro měření magnetických 
polí v běžné technické praxi se používají tyto metody:  
● měřící cívka 
       ● Hallova sonda 
        ● feromagnetická sonda 
  ● Rogowskiho-Chattockův potenciometr 
  ● převodník na principu nukleární magnetické rezonance  
V této práci je uveden výčet metod pro měření magnetických vlastností. Více 
podrobností lze nalézt v literatuře. [4] 
4.1 Metody měření susceptibility 
Pro měření susceptibility se používá několik metod 
● Guoynova váha 
● Faradayova váha 
● Indukční metoda 
● SQUID magnetometr 
● Techniky měření metodou magnetické rezonance (dále jen MR)  
 
V této práci je pouhý výčet metod, více informací o těchto metodách lze najít 
v literatuře [7]. 
Z uvedených metod je nejcitlivější metoda SQUID magnetometr. Tato metoda 
dosahuje citlivosti 10-14 T při použití speciální kryotechniky. Metoda MR dosahuje 
citlivosti 10-7 T. 
Pro měření susceptibility technikami MR se využívá měření deformace 
homogenního pole tomografu vlivem magnetizace měřeného vzorku. Metoda měření 
musí splňovat požadavky: 
●  Indukci Bz měřit v prostoru nehomogenního magnetického pole, 
protože NMR je necitlivá na indukci magnetického pole v jiném, než základním směru. 
● Pro měření magnetického pole nelze užít feromagnetickou sondu, nebo 
obecně sondy, které využívají feromagnetické materiály. Tyto sondy vytvářejí vlastní 
magnetické pole, které se přičítá k měřenému poli a ovlivňuje jeho rozložení. 
● Měřit indukci magnetického pole za přítomnosti velké hodnoty 
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gradientu. 
Je možné použít běžné měřící techniky – Hallovy sondy, které se používají 
zejména pro orientační měření. Metody, které pracují na principu zobrazení deformace 
pole, mají velkou citlivost. Jejich princip je založen na lineární závislosti kmitočtu 
rezonujících jader na indukci magnetického pole, ve kterém se jádra nacházejí. Pro 
měření nehomogenity je možno použít přímou aplikaci Lamorovy rovnice.  
Lepší možnosti nabízí srovnávací metoda měření, kdy se porovnává rezonanční 
hodnota kmitočtu indukce v měřeném vzorku a v referenčním prostředí se známou 
hodnotou susceptibility. 
4.2 Převodník na principu magnetické rezonance 
Prakticky všechna atomová jádra látek lze považovat za elementární magnety 
s magnetickým momentem mM rotující kolem své osy. Působí-li na tyto rotující 
elementární magnety vnější stejnosměrné magnetické pole B0, vzniklá síla způsobí, že 
vektor magnetického momentu mM vykonává precesní pohyb kolem vektoru B0. 
Působením střídavého magnetického pole B̴  s kmitočtem odpovídající kmitočtu precese 
lze vyvolat a indikovat rezonanční efekt. Tato tzv. metoda vynucené precese je 
nejrozšířenější pro přesná měření magnetické indukce homogenních magnetických polí 
v rozsahu 0,02 T až 2,5 T. [4] 
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5 MAGNETICKÁ REZONANCE 
Magnetická rezonance užívá skutečnosti, že protony i neutrony mají určitý vlastní 
mechanický moment – spin. Díky tomuto spinu získává celé atomové jádro určitý 
magnetický moment µ ve směru osy rotace souhlasně s mechanickým momentem, viz 
obr.   5.1.  
 
obr.   5.1  Rotace elementárního náboje  
 
Po umístění takto rotujícího jádra do konstantního magnetického pole B0 dojde 
k nasměrování jádra podle působení tohoto pole a osa jádra bude rotovat kolem směru 
působícího pole B0, viz obr.   5.2. Takovýto pohyb vzniká při každé změně působícího 
magnetického pole, dokud se jádro neustálí. Po přerušení působení vnějšího pole se 
jádra vrací se jádro do své původní klidové polohy. [7] 
 
obr.   5.2 Rotace jádra s úhlovým kmitočtem ω0 kolem osy vnějšího pole a vzniká tak příčné 
střídavé magnetické pole 
 
Pokud se přidá další kolmo působící transverzální pole BT, začne jádro opět rotovat. 
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Pro udržení jader ve stálém pohybu se používá vysokofrekvenční magnetické pole, 
které rotuje v rovině XY. Dříve se používala pole o velikosti 0,2-0,5 Tesla, dnes se 
používají pole o velikostech 1-3 Tesla. 
Každé jádro má určitou rezonanční frekvenci. Tato frekvence závisí na působícím 
magnetickém poli a na vnitřní struktuře jádra. Volbou velikosti prvního magnetického 
pole B0 a příčného pole BT se dá určit, jaká jádra budou v rezonanci. Rezonancí je 
magnetický moment m jádra překlopen o 90° do roviny XY a osa pak rotuje podle 
transverzálního pole. Po odpojení transverzálního pole jádro rotuje stále v rovině XY. 
Přiblížením cívky do blízkosti rotujícího magnetického momentu se v ní indukuje 
napětí, které je měřeno. 
5.1 Metoda Spinového echa - SE 
Velmi rozšířená zobrazovací metoda magnetické rezonance je metoda Spinového echa. 
Používají se zde dva excitační vysokofrekvenční impulzy, které trvají několik 
milisekund. První impulz, π/2 impulz, excituje spinový systém měřeného vzorku a 
sklápí vektor magnetizace M0, jehož původní směr je shodný s vektorem magnetické 
indukce B0 základního pole, o 90° do transverzální roviny x´y´. Vektor se sklápí do 
roviny kolmé ke směru základního magnetického pole a je takový, že intenzita přijatého 
signálu z vybuzených jader je velmi malá oproti intenzitě základního magnetického 
pole, tudíž by nebylo možné tak malou intenzitu signálu zaznamenat. Proto se měření 
odezvy excitovaných atomů (echo signál) provádí v transverzální rovině.  
Vlivem excitačnímu impulzu se sfázují všechny spiny jader v měřeném vzorku 
rotující s různou fází. Tento stav je velice důležitý, protože takto sfázovaná jádra dávají 
maximální signály přijímací cívce. 
Po excitaci nastává precese magnetických momentů atomů. Za působení čtecího 
gradientu Gx = GR ve směru x se provádí kódování souřadnice x jednotlivých jader do 
kmitočtu MR signálu. Současně je fázovým gradientem Gy = GP ve směru osy y 
kódována poloha souřadnice y precedujících jader do fáze. Vlivem působení 
gradientních polí a spinových relaxačních procesů dochází k rozfázování vektorů 
magnetizace jednotlivých atomů. Po doběhu kódovacích gradientů se druhým 
excitačním pi-impulzem přetočí vektor magnetizace o 180° kolem osy x´. Precese spinů 
pokračuje ve stejném směru jako před otočením magnetizace o 180°, až se po době TE/2 
jejich dílčí vektory magnetizace nesetkají v jednom jediném směru. [7] 
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obr.   5.3  Impulsní frekvence pro metodu spinového echa [7] 
5.2 Metoda Gradientního echa - GE 
Excitace jader probíhá jedním vysokofrekvenčním π/2 impulzem, kdy dojde ke sklopení 
vektoru magnetizace M0 o 90° do transverzální roviny x´y´, jehož původní směr je 
shodný s vektorem magnetické indukce B0 základního pole. Vlivem energie excitačního 
impulzu se sfázují všechny spiny jader, které v měřeném řezu vzorkem původně rotují 
s různou fází. 
Během excitace je aktivní vymezovací gradient GS ve směru osy z, vymezující ve 
vzorku excitovanou vrstvu požadované tloušťky. Působením čtecího gradientu GR ve 
směru osy x je prováděno kmitočtové kódování x-ové polohy jader, zároveň je pomocí 
fázovacího gradientu GP ve směru osy y kódována y-ová poloha jader do fáze MR 
signálu. 
Vlivem spin-spinové interakce i vlivem gradientů dochází k rozfázování jednotlivých 
vektorů magnetizace, proto se inverzí amplitudy čtecího gradientu GR po skončení 
excitace provede sfázování spinů. Akvizice dat se provádí v čase TE po vyslání 
excitačního impulzu. [7] 
/2 
T
/2 
T
/2 
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obr.   5.4  Impulsní frekvence pro metodu gradientního echa [7] 
5.3 Tomografie magnetické rezonance 
MR spektografie umožňuje získat informace o kvalitativním a kvantitativním složení 
měřeného vzorku. Technika tomografie umožňuje zobrazit 2D i 3D MR obrazy 
s kontrastem na žádanou veličinu. 
Získání 2D obrazu vzorkem se děje excitací úzké, předem vybrané vrstvy vzorku, 
nejčastěji v rovině z. Tento výběr řezu je prováděn pomocí vymezovacího gradientu a 
excitačních vf impulsů spekter. 
Pro získání 3D vzorku se používá postupné získávání 2D obrazů, jejich posouvání 
ve směru osy z a jejich skládání. Tato technika se často používá v lékařství. [7] 
5.4 Popis magnetu tomografu 
Základní částí MR tomografu představuje magnet. Pro správnou funkčnost celého 
zařízení je velmi důležité, aby magnetické pole uvnitř pracovního prostoru bylo vysoce 
homogenní. Na homogenitu jsou kladeny vysoké požadavky. Měřené odchylky od 
magnetického pole B0 jsou v řádu 10-8 T. 
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         a)                                                             b) 
     
obr.   5.5  a) Posuvný držák se vzorkem b) Supravodivý magnet; nahoře trubice pro odvod 
vodíku 
Uspořádání magnetu je na obr.   5.6. Tento magnet byl použit pro měření vzorků a 
je umístěn na ÚPT AV ČR. Základní částí je supravodivý magnet s magnetickým polem 
o indukci 4,7 T s průměrem vnitřního tepelného prostoru 200 mm. Zde je umístěna 
jediná vysokofrekvenční cívka pro excitaci jader a snímání MR signálu, soustava 
korekčních cívek, které zlepšují lokální homogenitu magnetického pole v pracovním 
prostoru magnetu a soustava čtyř gradientních cívek pro vytváření gradientů pole Gx, 
Gy, Gz, a G0. Gradientní cívky ve směru x, y, z umožňují deformaci magnetického pole. 
Čtvrtá cívka s označením G0 slouží ke změně indukce základního magnetického pole. 
Všechny části zařízení ovlivňují tvar a intenzitu magnetického pole uvnitř pracovního 
prostoru MR magnetu. Průměr pracovního prostoru je 70 mm. Homogenita a stabilita 
základního i gradientního pole zásadním způsobem ovlivňují kvalitu tomografického 
obrazu a mají vliv na složitost používaných měřících technik. Magnet je chlazen 
tekutým héliem. 
 
Na obr.   5.5 je ústí magnetu se skleněným stolem, na kterém je zařízení, pomocí 
něhož se dopravuje vzorek do pracovního prostoru. Z tomografu jsou vyvedeny trubice, 
které by v případě havárie odvedli vodík mimo laboratoř.   
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obr.   5.6  Uspořádání MR magnetu [7] 
5.5 Popis použité metody měření 
Pro toto měření byla použita metoda Gradientní echo. Metoda umožňuje měřit 
susceptibilitu nedávající MR signál. Supravodivý magnet působí do pracovního 
prostoru konstantním magnetickým tokem. Vložením materiálu s odlišnou 
susceptibilitou dochází k deformaci homogenního pole. V měřeném vzorku je použita 
voda jako referenční prostředí, protože měřený vzorek neposkytuje MR signál. [8] 
 
obr.   5.7  Deformace pole způsobená vložením paramagnetického vzorku [7] 
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Pro jednoduchost uvažujeme paramagnetický materiál, který má dostatečný rozměr 
v ose y. Dostáváme 2D úlohu. Z obr.   5.7 je vidět deformace původního magnetického 
pole B0, které je orientované ve směru osy z. V oblasti vzorku došlo ke zvětšení 
indukce. Materiál má susceptibilitu χ1 a tloušťku a. Indukce ve vzorku Bs je pak dána 
vztahem  
)1( 10 χ+= BBs .                                                                                          (5.1) 
Magnetický indukční tok Φ s plochou Sz  s normálou ve směru osy z je v prostoru 
magnetu konstantní 
∫∫ ==Φ
zS
konstdSB ..                                                                                    (5.2) 
V okolí vzorku se sníží hodnoty magnetické indukce obr.   5.7. V prostoru vzorku a 
jeho okolí dochází k prostorovému zakřivení indukce, které lze chápat jako důsledek 
superpozice homogenního pole B0 a reakčního pole ∆B. 
V situacích, kde měřený vzorek nedává MR signál, nelze přímo zjistit hodnotu 
indukce Bs a užít pro výpočet susceptibility vztahu (3.2). Pak je možné použít nepřímé 
stanovení této hodnoty. V řezu z-x podle obr. 5.7, kde je tento prostor vyznačen 
šrafováním platí  
∫
−
≅∆
ε
ε
0)( dxxB ,                                                                                            (5.3) 
kde ε je dostatečně vzdálený bod, ve kterém se může považovat reakční pole za 
nulové. Po vložení vzorku do prostředí, které vydává MR signál, lze stanovit průběh 
Bz(x) ze známé hodnoty B0 a vztahu (5.1). Spolu s rozměry vzorku lze určit hodnotu Bs.  
∫ ∫
−
−
−≅∆+∆
2/
2/
0 )(
a
a
szz BBadxBdxB
ε
ε
                                                            (5.4) 
a hodnotu susceptibility  
aB
dxBdxB
a
a
zz
m
0
2/
2/
1
∫ ∫
−
−
∆+∆
≅ ε
ε
χ .                                                                      (5.5) 
5.6 Vliv magnetické susceptibility na magnetický obraz 
Pokud zahrneme do matematického popisu relaxační efekty, které mají vliv na kontrast 
v obraze, bude se situace komplikovat. V důsledku časového zpoždění mezi excitací a 
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echem je magnetizace snížena faktorem ( )E 2/e T T− . Pokud se dá předpokládat, že TE je 
srovnatelné s T2, vzniká váhování obrazu spin-spinovým relaxačním časem T2. Podobně 
spin-spinový relaxační čas T1 způsobí váhování obrazu za předpokladu TR ≈ T1. 
Pak pro transversální magnetizaci v čase TE po excitaci jader platí při obou 
váhování vztah  
21 )1()( 0 T
T
T
T
Exy
ER
eeMTM
−−
−= .                                                                      (5.6) 
Při T1 << TR a T2 >> TE  se rovnice zjednoduší na tvar 0MM xy = . Velikost signálu 
potom odpovídá počtu protonů v jednotce objemu. 
Výhodou metody GE popsané v kapitole  5.2 je její citlivost na nehomogenity 
základního magnetického pole a nehomogenity vyvolané změnou susceptibility. 
V obrazech se následně objeví artefakty. Tyto změny mohou být v podobě zkreslení 
v blízkosti nehomogenity až po ztrátu části obrazu v důsledku nevybuzení některých 
atomů. Atomy nevysílají žádný signál, dojde ke ztrátě obrazu. 
Efekty způsobené poklesem času T2 se nazývají mimorezonanční. Z tohoto důvodu 
je nejvhodnější pracovat s co nejkratším časem TE vůči T2. Pro vykreslení se používají 
obrazy modulů. 
V důsledku nemožnosti ignorovat efekty způsobené časem T2 vznikají odchylky ∆B 
definované vztahem  
0),,(),,( BzyxBzyxB −=∆ .                                                                                                           (5.7) 
Hodnota transversální magnetizace je pak popsána vztahem 
E
EE
BTT
T
Exy
T
T
ExyExy eeTMeTMTM
∆−
−
−
==
γ2*2 )()()(' ,                                         (5.8) 
kde 
*
2/ TTEe  je pokles magnetizace rozfázováním. Indukce ∆B je změna pole oproti 
původnímu magnetickému poli. 
Lokální změnu pole ∆B můžeme dostat z MR obrazu pro fázi signálu 
EBT∆=∆ γψ ,                                                                                              (5.9) 
kde ∆ψ je tedy změna fáze v blízkosti vzorku, γ je gyromagnetický poměr vody.  
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6 EXPERIMENT MĚŘENÍ 
Měření bylo provedeno na tomografu ÚPT AV ČR, jehož popis je v kapitole  5.4. 
Supravodivý magnet generuje magnetické pole o velikosti B0 = 4,7 T. Měřenými vzorky 
byly válečky ze 3 materiálů – nerez, PTFE, silon vložené do referenčního prostředí – 
vody. Referenční prostředí vyplňovalo krychli ze skla o rozměrech 45×45×45 mm. 
Celkem bylo provedeno šest měření, kdy třikrát byly změřeny vzorky a třikrát pouze 
referenční prostředí.  
    
 
obr.   6.1  Krychle s měřeným vzorkem umístěným v držáku tomografu   
  
obr.   6.2   Měřený vzorek je upevněn pomocí plastelíny ke stěně krychle 
Byla zvolena metoda Gradientního echa, viz. Kapitola  5.2. Výstupem z měření jsou 
fázově kódovaná data, ze kterých lze spočítat změnu indukce magnetického pole, viz 
vzorec (5.9).  
6.1 Zpracování naměřených dat 
Po změření byla data předzpracována v programu Marevisi ÚPT. Byla provedena 
Fourierova transformace čtvercové matice 256 × 256 bodů změřených dat. Byl získán 
komplexní obraz a z něho vyňata fázová složka, která se dále zpracovala v prostředí 
Matlab. Na vstupu jsou dva zdroje dat. 
První měření bylo provedeno s referenčním roztokem, ve kterém byl ponořen 
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vzorek. Byla provedena inverzní Fourierova transformace (IFFT). Vhodným 
prahováním se zredukoval šum. Vzorek deformuje obraz v jednotlivých měřících 
sekvencích, které je třeba odstranit. Z dat se získá fázový obraz. 
Druhé měření bylo provedeno pouze pro referenční prostředí bez vzorku. 
Podmínky měření se museli shodovat. Opět byla provedena inverzní Fourierova 
transformace (IFFT). Z důvodů chybějícího vzorku se vynechal krok prahování šumu. 
Získaný fázový obraz bez vzorku se odečte od fázového obrazu se vzorkem. Rozdíl 
vykresluje reakční pole. V blízkosti vzorku se zvolí řez, na kterém je vykreslena změna 
fáze ψ∆ . Poté ze vztahu (5.9) lze odvodit 
ET
B
γ
ψ∆
=∆ .                                                                                                   (6.1) 
Jsou-li dány rozměry vzorku a průběh reakčního pole, je možné vypočítat hodnotu 
indukce. S použitím referenčního prostředí, které má susceptibilitu χm2 se neužije pro 
vztahy (5.1) a (5.5) susceptibilita vzorku χm1, ale reakční susceptibilita 
221
21
+−
−
=∆
mm
mm
χχ
χχχ .                                                                                                                             (6.2) 
6.2 Měřený vzorek 1 - Nerez 
Pro vzorek číslo jedna byl zvolen čas echa TE = 5 ms, opakovací čas TR = 500 ms. Na 
obr.   6.3 jsou vidět fázové obrazy pro vzorek nerez. 
Nejdříve bylo nutné vypočítat hodnotu magnetické indukce reakčního pole podle 
vzorce (6.1). 
.
1
'
ET
B
γ
=∆                                                                                                  (6.3) 
kde 'γ [Hz/T] je redukovaný tvar gyromagnetického poměru daný vzorcem 
piγγ 2/' =                                                                                                    (6.4) 
a γ [rad/T.s] má hodnotu 8106752,2 ⋅ . Hodnota f∆  [Hz] je dána převrácenou 
hodnotou echo času. Po dosazení hodnot dostaneme výslednou hodnotu magnetické 
indukce reakčního pole 
3
8
105*
2
106752,2
1
−
⋅
⋅
=∆
pi
B
                                                                       (6.5) 
6107,4 −⋅=∆B  T 
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Diferenční susceptibilita přechodu voda-nerez je dána vztahem 
 
6
6
0
)( 10117,4
107,47,41 −
−
−
⋅−=−
⋅−
⇒−=
B
BS
nerezvodaχ                                 (6.6) 
Susceptibilitu lze vypočítat pomocí vztahu (6.2) 
1
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Po dosazení do vztahu (6.7) dostaneme výslednou susceptibilitu  
1101
)1044,12())101(2())1044,12(101(
6
6666
−×−
×−−×−×+×−××−
=
−
−−−−
nerezχ  (6.8) 
510044,1 −⋅−=nerezχ  
         
          
                     a) Fázový obraz se vzorkem           b) Rozvinutý fázový obraz se vzorkem    
                             
 
                    c) Fázový obraz bez vzorku         d) Rozvinutý fázový obraz bez vzorku 
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                   e) Rozdílový fázový obraz 
obr.   6.3 Experiment měření na tomografu – vzorek nerez 
 
 
obr.   6.4 Průběh změny magnetické indukce změřeným na tomografu - nerez        
6.3 Měřený vzorek 2 - PTFE 
Pro vzorek číslo dva byl zvolen čas echa TE = 80 ms, TR = 500 ms. Na obr.   6.5 jsou 
vidět fázové obrazy pro vzorek PTFE. 
Po dosazení do vzorců (6.3) a (6.4) byla opět vypočtena hodnota magnetické 
indukce reakčního pole 
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710936,2 −⋅=∆B T.                                                                                  (6.10) 
 
Diferenční susceptibilita přechodu voda-teflon je dána vztahem 
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Susceptibilitu lze vypočítat pomocí vztahu (8.12) 
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Po dosazení do vztahu (8.12) dostaneme výslednou susceptibilitu  
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510231,1 −⋅−=PTFEχ  
                 
           
 
         a) Fázový obraz se vzorkem            b) Rozvinutý fázový obraz se vzorkem    
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                  c) Fázový obraz bez vzorku                  d) Rozvinutý fázový obraz bez vzorku 
 
 
                  e) Rozdílový fázový obraz 
 
obr.   6.5  Experiment měření na tomografu – vzorek PTFE  
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obr.   6.6  Průběh změny magnetické indukce změřeným na tomografu - PTFE        
6.4 Měřený vzorek 3 - Silon 
Pro vzorek číslo tři byl zvolen čas echa TE =5 ms, TR = 500 ms. 
Podle (obr.   6.7) je vidět, že změna magnetického pole je velmi malá, blíží se 
magnetickému poli pouze s referenčním prostředím. Z toho lze usuzovat, že vložený 
materiál bude mít velmi podobnou susceptibilitu susceptibilitě referenčního prostředí. 
Reakční pole je na obr.   6.8. 
            
a) Fázový obraz se vzorkem           b)Rozvinutý fázový obraz se vzorkem    
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                  c) Fázový obraz bez vzorku                 d) Rozvinutý fázový obraz bez vzorku 
 
 
                  e) Rozdílový fázový obraz 
 
obr.   6.7  Experiment měření na tomografu – vzorek silon 
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obr.   6.8  Průběh změny magnetické indukce změřeným na tomografu - silon     
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7 MODELOVÁNÍ POLÍ 
Ke každému reálnému problému se musí v praxi posuzovat všechny zadané parametry 
komplexně. Ke každému problému se sestavuje analýza pole v daném prostorovém 
uspořádání zdrojů a materiálů. Cílem takové analýzy je najít řešení diskretizovaného 
numerického modelu, který musí být přibližným řešením původního problému. [6] 
7.1 Teorie reálného řešení 
Zadání problému definujeme nejdříve pomocí geometrického a fyzikálního modelu.  
Geometrický model je dán geometrií konstrukčního uspořádání materiálu, 
popisuje tvar jednotlivých částí, popřípadě jejich prostorovou symetrii. 
 
Fyzikální model je dán například typem zdroje pole, kterým může být například 
náboj, proudová hustota, potenciál na elektrodách, časová změna fyzikální veličiny a 
jejich kvalitativní parametry, fyzikální parametry prostředí – permitivita, permeabilita, 
nebo konduktivita materiálu, dále linearita nebo izotropie materiálu. 
 
Z vlastností fyzikálního modelu je pak možné sestavit pro hledané veličiny 
popisující pole odpovídající diferenciální nebo integrální rovnice, které spolu 
s podmínkami určují, zda se jedná o vnitřní nebo vnější úlohu vytváří matematický 
model. V tomto případě musí být na hranici oblasti zadána Dirichletova nebo 
Neumannova podmínka.  
Pro řešení rovnic musí být zvolen takový matematický aparát umožňující získat 
co nejpřesnější výsledky. Ideální je řešení analytické, které se dá použít velmi omezeně. 
V současné době je velmi rozšířenou metodou numerické řešení rovnice pole, kdy se 
pole zdiskredituje v soustavu rovnic a řeší se vhodnou matematickou metodou. 
Numerický model zahrnuje síť konečných prvků vhodně zvolenou pro zadanou 
geometrii problému a soustavu rovnic pro hledanou veličinu v uzlech sítě, kterou je 
aproximováno přesné řešení. Tato přesnost řešení náhradního problému závisí na chybě 
vstupních dat, chybě diskretizační a chybě zaokrouhlovací, které se různou měrou podílí 
na celkové chybě. Analýza vzniku chyby je na obr.   7.1. Získané výsledky se vyhodnotí 
a stanoví se požadované parametry. 
 
 
obr.   7.1  Analýza vzniku chyby numerického řešení [6] 
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8 METODA KONEČNÝCH PRVKŮ 
Metoda konečných prvků (dále MKP) byla vyvinuta na konci padesátých let k řešení 
úloh z pružnosti a pevnosti v leteckém průmyslu. Je vhodná k řešení úloh, které jsou 
popsány diferenciálními rovnicemi. Poté byla zavedena do řady oblastí ve strojírenství, 
stavebnictví a elektrotechnice. Zavádějí se zde oblasti, kde se počítá pole, uzly a uzlové 
potenciály. Uzly mohou být rozloženy v oblasti nerovnoměrně a mohou tak sledovat 
tvar hraničních ploch. V místech, kde je očekávána prudší změna pole se zavede větší 
hustota sítě. Ukázka sítě je na obr.   8.1. 
 
obr.   8.1 Síť konečných prvků s uzly[6] 
 
Metodou se řeší soustava rovnic pro neznámé uzlové potenciály. Koeficienty 
matice soustavy pravých stran se nepočítají z diferencí, nahrazují je derivace, ale jako 
integrály přes elementární plošky nebo objemy, v jejichž vrcholech jsou uzly. Tyto 
elementární útvary jsou nazývány konečné prvky. Na obr.   8.2 jsou naznačeny dva 
druhy konečných prvků tvaru trojúhelníka a čtyřúhelníka. [6] 
 
 
obr.   8.2 Elementární prvky s uzly [6] 
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Prostorové elementární prvky jsou na  
obr.   8.3. Prostorové konečné prvky mají tvar čtyřstěnu, pětistěnu nebo 
šestistěnu. Mohou mít rovněž další uzly ve středu hran. 
 
 
obr.   8.3  Prostorové elementární prvky [6] 
 
Postup při aplikaci MKP se stává z těchto bodů: 
 
    ●  Generace sítě prvků s uzly. 
 ●  Aproximace potenciálu na jednotlivých prvcích z uzlových hodnot. 
 ●  Sestavení soustavy rovnic pro neznámé uzlové hodnoty. 
 ●  Vyřešení soustavy. 
 ●  Zpracování dodatečných požadavků. 
8.1 Numerické řešení pomocí metody konečných prvků 
Byl počítán magnetický potenciál mϕ , jako řešení Laplaceovy rovnice 
0)( $ =−=∆ mm graddiv ϕµϕ                                                                        (8.1) 
s Dirichletovou hraniční podmínkou 
.konstm =ϕ  na plochách Γ1 a Γ2                                                                 (8.2) 
a Neumanovou hraniční podmínkou  
0=× mn gradϕµ  na plochách Γ3 a Γ4.                                                       (8.3) 
Pro statické, nevírové magnetické pole se vychází z redukovaných Maxwellových 
rovnic popsaných v kapitole  2.2.  
 43 
0=rotH                                                                                                      (8.4) 
0=divB                                                                                                       (8.5) 
Jednotlivé materiálové vztahy jsou prezentovány rovnicí (3.3). Uzavřená oblast Ω  
na které jsou rovnice řešeny (8.4) a (8.5) je rozdělena na oblast vzorku Ω1 a oblast okolí 
Ω2. Pro uzavřenou oblast pak bude platit 21 Ω∪Ω=Ω . Pro intenzitu magnetického pole 
H v oblasti Ω pak bude platit vztah (8.4). 
Oblast Ω je diskretizována sítí konečných prvků, v jejichž vrcholech se počítá 
magnetický potenciál. Diskretizace lze povést pomocí aproximace skalárního 
magnetického potenciálu. 
∑
=
=
NN
j
jjm zyxW
1
),,(ϕϕ  pro ( ), ,x y z∀ ⊂ Ω ,                                                 (8.6) 
kde jϕ  je hodnota skalárního magnetického potenciálu v j-tém uzlu, jW  je 
aproximační funkce, NN je počet uzlů diskretizační sítě. 
Aplikací aproximace (8.6) do vztahu (8.1) s minimalizací reziduí podle Galerkinovi 
metody se získá semidiskrétní řešení 
1
grad grad d 0
NN
j i j
j
W Wϕ µ
= Ω
⋅ Ω =∑ ∫ ,  1,i NN= K  .                                             (8.7) 
Zkráceně lze soustavu napsat 
0
T
ij jk ϕ   ⋅ =    , { }, 1,i j NN∈ K .                                                               (8.8) 
A následně soustavu (nahoře) rozdělit na  
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kde IU = [ ]TNIϕϕ .....1  je vektor neznámých potenciálů vnitřních uzlů oblasti Ω 
včetně bodů na plochách Γ3 a Γ4.  DU  = [ ]TNDϕϕ .....1  je vektor známých potenciálů na 
plochách Γ1 a Γ2 (Dirichletovy hraniční podmínky). NI v indexu značí počet uzlů 
diskretizační sítě, ND počet hraničních uzlů sítě. [6] 
Soustavu rozdělíme na 4 submatice 
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Vztah (8.10) vede na soustavu se zavedenými hraničními podmínkami, které se 
v MKP řeší  
  01211 =+ DI UkUk .                                                                                   (8.11) 
Okrajové podmínky ±φ/2 byly zadány na hranu modelu, na vnější levý a pravý okraj 
skleněné krychle obr.   9.1. Velikost buzení ±φ/2 bylo zadáno vztahem 
0=−= mgradH φ ,                                                                                     (8.12) 
kde se předpokládá, že v celé oblasti neexistují budící proudy. Platí tedy rovnice 
(8.4) a pole je nevírové. 
Potenciál budícího statického pole s intenzitou H0 je 
∫ ⋅=⋅= zHdzuH zm 00ϕ ,                                                                          (8.13) 
kde  
r
BH
µµ ⋅
=
0
0 .                                                                                             (8.14) 
Potom okrajové podmínky jsou dány 
022 µ
ϕ zB ×
=± ,                                                                                 (8.15) 
kde z je celková hrana modelu. 
8.2 Generace sítě s prvky 
Generace sítě prvků je zejména pro 3D úlohy náročná na čas i zkušenosti s konkrétním 
programem. Jednodušší je generace sítí na dvourozměrných oblastech. Je známa řada 
algoritmů, které na libovolně složité hranici zajistí generaci prvků předepsaného tvaru. 
Příkladem je trojúhelníková síť z obr.   3.1. Část programu vytvářející síť prvků 
předepsaného tvaru se nazývá generátor sítě. Generátory 2D sítí jsou poměrně 
jednoduché. Naopak generátory 3D sítí jsou velmi dlouhé a komplikované programy. 
Principiálně se 3D sítě generují v jednodušším případě tažením nebo rotací 2D sítí podél 
některé z os. V obecné 3D oblasti se generuje nejprve trojúhelníková síť na plochách, 
které oblast uzavírají a vlastní generace probíhá z hraničních prvků směrem do oblasti. 
[6] 
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8.3 Aproximace  2D úlohy 
Aproximaci zavedeme na prvku tvaru lineárního trojúhelníku. Kde trojúhelník s uzly 
u1(x1,y1), u2(x2,y2) a u3(x3,y3) aproximuje potenciál lineární funkcí 
CByAx ++=φ .                                                                                      (8.16) 
Zavede se tvarová funkce N1(e)(x,y),  N2(e)(x,y), N3(e)(x,y), kde každá funkce je rovna 
jedné v příslušném uzlu a nule v sousedních uzlech. Nulová je i mimo prvek (e). 
Potenciál na prvku pak definujeme z uzlových potenciálů podle 
),(),(),( )(33)(22)(11)( yxNyxNyxN eeee φφφφ ++= .                                   (8.17) 
Rovnice roviny pro tvarovou funkci N1(e)(x,y) je dána vztahem 
cbyaxN e ++=)(1                                                                                     (8.18) 
procházející body (x1, y1,1), (x2, y2,0), (x3, y3,0). Po dosazení souřadnic se dostane 
soustava 
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Determinant soustavy je roven dvojnásobku plochy trojúhelníku prvky ∆S , tedy   
∆  = 2 ∆S . Ze soustavy vypočteme konstanty a, b, c a dosadíme je do výrazu pro 
tvarovou funkci N1(e)trojúhelníkového prvku s vrcholy 1, 2, 3 
[ ]23322332)(1 )()(2
1 yxyxyxxxyy
S
N e −+−+−=
∆
.                                (8.20) 
Funkce N2(e)(x,y,) N3(e) (x,y) dostaneme cyklickou záměnou indexů.  
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obr.   8.4  Aproximační funkce uzlu, jehlan jednotkové výšky [6] 
Ze všech tvarových funkcí uzlu j lze sestrojit aproximační funkci tohoto uzlu, jako 
součet všech tvarových funkcí uzlu j. Princip je naznačen na obr.   8.4. Jedná se o jehlan 
jednotkové výšky s vrcholem v uzlu j a s hranami spojujícími uzly sousedící s uzlem j. 
[6] 
∑=
Pj
e
jj NN
)(
,                                                                                           (8.21) 
kde Pj je počet prvků se společným uzlem j. 
Sestavíme-li takovouto aproximační funkci pro každý uzel sítě j = 1 až NU, kde NU 
je počet uzlů, dostaneme globální aproximaci v celé oblasti 
∑
=
=
NU
j
jja yxN
1
),(φφ .                                                                                  (8.22) 
8.4 Aproximace 3D úlohy 
Nejjednodušší na aproximaci je čtyřstěn, je určen čtyřmi vrcholy. Lze na něm zavést 
lineární tvarovou funkci se čtyřmi konstantami 
dczbyaxN ej +++=
)(
.                                                                            (8.23) 
 
Tvarová funkce N1(e) vrcholu 1 na prvku e je rovna 1 v tomto vrcholu a nulová ve 
třech zbývajících uzlech a na celé protější základně. Nulová je i mimo prvek e. 
Postupem stejným jako u lineárního trojúhelníku odvodíme, že konstanty a, b, c, d jsou 
řešením soustavy rovnic 
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Determinant soustavy ∆  je roven šestinásobku objemu čtyřstěnu. Hledaná funkce 
má tvar 
)(1 1111)(1 dzcybxaN e +++∆= ,                                                                (8.25) 
kde 
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Funkce N2(e) až N4(e) dostaneme cyklickou záměnou indexů. Potenciál na prvku se 
aproximuje z tvarových funkcí prvku e a uzlových hodnot potenciálu 
              
),,(),,(),,(),,( )(44)(33)(22)(11)( zyxNzyxNzyxNzyxN eeeee φφφφφ +++=
.  (8.26) 
Aproximační funkce uzlu j je rovna součtu všech tvarových funkcí uzlu j, tj. součtu 
funkcí )(ejN  všech prvků se společným vrcholem j 
∑= ),,(),,( )( zyxNzyxN ejj .                                                                   (8.27) 
Potenciál v celé oblasti Ω se vyjádří pomocí takto sestavených aproximačních 
funkcí a uzlových hodnot ze vztahu 
∑= ),,( zyxN jja φφ .                                                                               (8.28) 
8.5 Sestavení rovnic 
V úloze se vychází z uzavřené křivky ve 2D nebo uzavřené ploše 3D, kde oblast Ω je 
uzavřena hranicí Γ. Tuto hranici lze dělit v jednodušších případech na dvě části  
ne Γ+Γ=Γ .                                                                                               (8.29) 
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Za Γe jsou považovány elektrody se zadaným potenciálem. Část Γn s jednotkovou 
vnější normálou un pro jednoduchost předpokládáme, že ji tvoří siločáry E, tudíž E má 
jen tečnou složku ke hranici, pak platí vztah  
E* un = 0 na Γ=Γn tj. En = -gradϕ . un = - 0=∂
nδ
φ
                                              (8.30) 
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9 NUMERICKÉ ŘEŠENÍ V PROGRAMU 
ANSYS 
Cílem simulace bylo ověřit správnost měření susceptibilit jednotlivých vzorků. 
Modelováno bylo magnetické pole při shodných vlastnostech a buzení jako u reálného 
experimentu. Geometrie vzorků se volila tak, aby co nejvěrněji popisovala reálný 
experiment. Úloha byla nasimulována v programu ANSYS 12.0. Teoretický rozbor je 
popsán v kapitole ( 7). 
9.1 Řešení úlohy ve 2D 
Změřené vzorky byly válcového tvaru. Fotografie reálného vzorku je na obr.   6.2. Pro 
2D prostředí se vzorek přenesl do bočního pohledu. Po překreslení vzorku vzniknou dva 
válce o rozměrech 41 × 2 mm, které měly středy od sebe vzdáleny 6,7 mm. Umístěny 
jsou ve skleněné krychli, která se promítla jako čtverec o rozměrech 45 × 45 mm 
s tloušťkou stěny 1 mm. Okolo skleněné krychle je prostředí simulující vzduch. Nákres 
je na obr.   9.1. 
 
 
obr.   9.1  Nákres 2D pohledu simulovaného vzorku v programu ANSYS 
Susceptibilita vzorků:  
● Nerez – χ nerez=  - 1,044· 10-5 
● PTFE – χ PTFE=  - 1,231· 10-5 
 
Dále bylo potřeba zadat susceptibilitu ostatních použitých materiálů: 
            ● křemíkové sklo – χ =  - 1,044· 10-6 
   ● voda – χ =  - 12,44· 10-6 
● vzduch – χ =  0 
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Z levé strany působí homogenní magnetické pole s indukcí B0 = 4,7 T, jak tomu 
bylo u reálného experimentu na tomografu ÚPT   5.4. 
 
Modelování začíná výběrem elementu (SOLID121) a zadání geometrie pomocí 
souřadnic obr.   9.2. Materiálové vlastnosti byly zadány permeabilitou. Permeabilita 
všech materiálů se vynásobila konstantou 1011 z důvodů lepšího interpretování 
výsledků. 
Permeabilita pak vedla na tvar 
1110)1( ⋅+= χµ .                                                                                         (9.1) 
V dalším kroku byly permeability přiřazeny k jednotlivým materiálům. Zadávání 
elementů se volilo tak, aby v oblasti přechodů vzorků a v očekávaných změnách byly 
jemné a kde nebyla očekávána změna, byly jednotlivé elementy větší viz. obr.   9.3. 
Magnetické pole o velikosti 4,7 T bylo realizováno pomocí přiložených potenciálů, 
viz obr.   9.4, kdy bylo uvažováno nevírové magnetické pole a v celé oblasti neexistovali 
budící proudy, více v kapitole  8.1. 
Z tohoto důvodu se mohl použít vzorec (8.12), (8.13) a (8.14). 
Potom dosazením do vzorce (8.15) vede na výpočet  
02
457,4
2 µ
ϕ ×
=± .                                                                                            (9.2) 
Obdobně se počítalo pro elektrický potenciál. Posledním krokem je nutnost definovat 
řez, přes který budou výsledky vykresleny do grafu. Řez je definován uzly. 
 
 
obr.   9.2  Geometrie 2D vzorku z programu ANSYS 
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obr.   9.3  Vysíťovaný vzorek  
 
obr.   9.4  Vysíťovaný vzorek s přiloženým buzením magnetického pole 
9.2 Řešení úlohy ve 3D 
Pro vytvoření 3D modelu byly použity čtyři oblasti. Byla uvažována skleněná 
krychle, ve které byly čtyři tyčky, kolem byla voda a vnější prostředí tvořil vzduch. 
Vzorek byl válcového tvaru s podstavou 2 mm a délkou 140 mm, středy válců ve 
vzdálenosti 6,7 mm. Skleněná krychle o rozměrech 45 × 45 × 45 mm. Průběh 
magnetické indukce je tentokrát zkoumán po cestě procházející středem soustavy kolmo 
na osy válců. 
Ze začátku byl vytvořen 2D půdorys v osách x, y. Ve výšce prvního objemu – 
vzorku, byl na ose z vytvořen bod. Z něj spuštěna úsečka kolmo na podstavu. Následně 
byl půdorys podle této úsečky protažen. Vznikl celý objem vzorku a dílčí objemy pro 
vodu a vzduch. Systém se zopakoval pro krychli a vnější prostředí. Výsledkem je sedm 
vrstev v ose z, které kopírují půdorys. 
 52 
K těmto objemům byly přiřazeny materiálové vlastnosti, permeabilita pomocí 
susceptibility. Permeabilita byla opět zvětšena hodnotou 1011. Poté permeabilita vedla 
na vztah (9.1). 
Realizovaný vzorek na obr.   9.5 byl vytvořen pomocí elementu SOLID 122. Na 
kraje podstavy se přiložili potenciály, kde po změně rozměru z vedly na tvar  
02
1407,4
2 µ
ϕ ×
=± .                                                                                          (9.3) 
Obdobně se počítalo pro elektrický potenciál. Po výpočtu hodnot v uzlech modelu 
se definovala cesta, podle které se zobrazila velikost magnetické indukce. 
 
a)                                                   b) 
        
obr.   9.5  a) Půdorys 3D vzorku, uprostřed čtyři tyčky, které jsou umístěné ve skleněné krychli. 
Uvnitř krychle je voda jako referenční prostředí 
                 b) 3D vzorek rozdělený na dílčí objemy. Vnější prostředí krychle je tvořeno 
vzduchem. 
Oba materiály měli zápornou hodnotu susceptibility. Jednalo se tedy o 
diamagnetické materiály.  
V grafu 9.6 pro nerez je vidět průběh magnetické indukce, kde v počátku je malé 
zvlnění dané přechodem vzduch – sklo. Dále se uplatňuje tekutina ve skleněné krychli a 
diamagnetický vzorek.  
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obr.   9.6  Průběh magnetické indukce pole pro vzorek nerez 
 
Po odečtení magnetické indukce vzorku od referenčního prostředí vyšel rozdíl 
magnetického pole ∆B = 10 µT na obr.   9.4. Vypočtená hodnota změny magnetické pole 
z tomografu je ∆B = 4,7 µT. Na grafu obr.   6.4 je vidět neostrý přechod vzduch – 
měřený vzorek. U simulovaného vzorku je přechod ostrý.  
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obr.   9.7  Rozdíl magnetické indukce pole – Nerez 
 
Průběh magnetické indukce pole pro vzorek PTFE je v grafu obr.   9.8. Vliv 
vzorků je menší než u předchozího vzorku - nerez. Vypočtená susceptibilita 
z tomografu se rovnala    χPTFEvyp =  - 1,231· 10-5, tabulková hodnota je rovna  χPTFEtab = 
-9,8 . 10-6. Z tohoto srovnání jde vidět značná nepřesnost.  
     
 54 
Průběh B PTFE
4,699852
4,699853
4,699854
4,699855
4,699856
4,699857
4,699858
4,699859
0 0,005 0,01 0,015 0,02 0,025 0,03 0,035 0,04 0,045 0,05
l [m]
B 
[T
]
 
obr.   9.8  Průběh magnetické indukce pole pro vzorek PTFE 
Po odečtení vzorku od pozadí vznikl graf na obr.   9.9. Vypočtená hodnota z tomografu 
je ∆B = 0,2936 µT, graf je na obr.   6.6. Odečtená z grafu je hodnota ∆B = 1,1 µT. 
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obr.   9.9 Rozdíl magnetické indukce pole – PTFE 
 
 
Pozadí vzorku je uvedeno na obr.   9.10. 
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obr.   9.10  Referenční prostředí magnetického pole  
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10 ZÁVĚR 
 V práci je popsána teorie magnetismu, metody měření magnetických veličin. Jsou 
zde vysvětleny principy magnetické rezonance a nejpoužívanější metody magnetické 
tomografie. Podrobněji je popsána metoda Gradientní echo, která je použita pro měření 
susceptibility materiálů nerez, PTFE a silon. Tato metoda je vhodná pro vzorky 
nedávající MR signál. 
Na tomografu ÚPT AV ČR byly změřeny vzorky materiálů. Jednalo se o čtyři 
válečky ve skleněné krychli. Výsledek měření byl předzpracován v programu Marevizi 
a dále v programu Matlab. Byla vypočtena hodnota rozdílu magnetického pole před 
vložením vzorků a po vložení vzorků. Pro vzorky nerez a PTFE byla vypočtena 
susceptibilita. Změny magnetického pole pro vzorek silon jsou minimální, z toho 
vyplývá, že susceptibilita vzorku silonu se blíží susceptibilitě vody. Měření metodou 
gradientní echo je vhodné pro měření materiálů, které vnesou do magnetického pole  
výraznou nehomogenitu.  
Pomocí metody konečných prvků byla v programu ANSYS vypočtena hodnota 
magnetického pole uvedených vzorků. Výsledky byly srovnány s výsledkem 
z tomografu.  
Pro materiál PTFE byla známa tabulková hodnota magnetické susceptibility 
χPTFEtab = -9,8 . 10-6, naměřená hodnota byla   χPTFEnam =  - 1,231· 10-5 . Rozdíl je 26 %. 
Tento rozdíl může být způsoben odlišným složením materiálu vzorku, materiálem pro 
upevnění vzorku, nečistotami referenčního roztoku.  
Simulací se měla ověřit správnost měření. Pro simulace se použili naměřené 
hodnoty susceptibility vzorků a tabulkové hodnoty pro okolní prostředí. Rozdíl 
reakčních polí měřený na tomografu a simulovaných MKP v programu ANSYS je pro 
nerez  ∆B = 5,3 µT (88%), pro PTFE ∆B = 0,08064 µT (36%).  
Rozdíl výsledků mezi MR při měření jsou způsobeny dalším materiálem 
přítomným při měření (materiál pro upevnění vzorku), nečistoty nádoby po předchozím 
měření. Nepřesnosti u simulace jsou způsobeny nevhodným zvolením velikosti prvků a 
zjednodušení geometrie.  
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